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A modo de introduccion...,
nuestro recordatorio

a sugerencia que proponiamos en el

Cuaderno N2 1y que siempre presidira
los demas Cuadernos: Vamos a estudiar mate-
matica, pero no lo vamos a hacer como si fué-
ramos simplemente unos alumnos que poste-
riormente van a ser evaluados, y ya. No. Noso-
tros somos docentes —docentes de matematica
en su momento- y este rasgo debe caracterizar
la forma de construir nuestro pensamiento ma-
temético. ;Qué significa esto?

La presencia constante de la meta Gltima
de nuestro estudio: alcanzar unos niveles de
conocimiento tecnolégico y reflexivo, lo cual
debe abrir ese estudio hacia la bisqueda de
aplicaciones de lo aprendido, hacia el analisis
de los sistemas que dan forma a nuestra vida y
utilizan ese conocimiento matematico, y hacia
criterios sociales y éticos para juzgarlos.

Construir el conocer de cada topico ma-
tematico pensando en como lo ensenamos en
el aula, ademas de reflexionar acerca de como
nuestro conocer limita y condiciona nuestro

trabajo docente. De esta forma, integrar nuestra
practica docente en nuestro estudio.

Como complemento a lo anterior, cons-
truir el conocer de cada topico matematico
pensando en como lo podemos llevar al aula.
Para ello, tomar conciencia del proceso que se-
guimos para su construccion, paso a paso, asf
como de los elementos —cognitivos, actitudina-
les, emocionales...- que se presenten en dicho
proceso. Porque a partir de esta experiencia re-
flexiva como estudiantes, podremos entender y
evaluar mejor el desempefio de nuestros alum-
nos —a su nivel- ante los mismos temas.

En definitiva, entender que la matemati-
caes la base de su didactica: la forma en que se
construye el conocimiento matematico es una
fuente imprescindible a la hora de planificar y
desarrollar su ensenanza.

Y ahora, vamos al tema de este Cuaderno,
la introduccion al Algebra.



1. ;Necesitamos ir mas alla de la Aritmética?

Esta es una buena pregunta porque si, como nos sugiere el titulo de este Cuaderno, aparen-
temente nos vamos a introducir en otro campo de la matematica, debemos detenernos y observar
donde estamos parados, de donde venimos y qué hemos recorrido hasta ahora. Y si hemos de
avanzar, necesitamos saber qué nos puede aportar este nuevo campo, en términos de nuevos co-
nocimientos y, también, de profundizacion y extension de los conocimientos anteriores.

Asf que para empezar a responder la pregunta inicial, recordemos parte de lo que hemos pre-
sentado hasta ahora. En los Cuadernos 2 al 11 trabajamos con los ntimeros, con las operaciones
entre ellos, con las propiedades de tales operaciones, con las relaciones que pueden descubrirse
y construirse entre los nimeros, con ciertas regularidades que pueden presentarse, y con patrones
que rigen secuencias de nimeros.

Descubrimos, ademas, que todo lo anterior nos ayudaba a resolver multitud de problemas de
naturaleza y contextos muy diversos, ya que el mundo de los niimeros, de sus operaciones y de
sus relaciones, se nos presentaba como una coleccién muy rica de modelos utilizables para esta
tarea de resolver problemas, algunos de éstos generados en nuestro entorno y otros de caracter
més ladico, pero siempre como un reto a nuestra capacidad de hallar soluciones a los problemas.
Y ademas aprendimos a resolverlos por vias muy particulares, entre las que destacamos la del
ensayo y ajuste.

El mundo de los nimeros, de sus operaciones y de sus relaciones, de sus regularidades y
patrones, de la resolucion de problemas con modelos y métodos propios... Estamos hablando de
la Aritmética.

Y volviendo a la tarea de responder la pregunta inicial, vamos a recordar algunos puntos en
los que dimos algunos pasos hacia un mas adelante que no llegamos a identificar en su momento,
pero que bien podemos mirar y valorar ahora como un nuevo campo, extension espontanea de
la Aritmética. En lo que sigue trataremos, pues, de resaltar aquellas situaciones o circunstancias ya
trabajadas que nos pueden sugerir la necesidad de avanzar a partir de la Aritmética.

2. Las generalizaciones en la Aritmética

2.1. Representacion de las propiedades de las operaciones

En los Cuadernos dedicados a las diversas operaciones aritméticas hemos hablado de las
propiedades de dichas operaciones. Por ejemplo, la adicion de nameros naturales presenta las
propiedades conmutativa, asociativa, y de existencia de un elemento neutro. Asi presentdbamos,
por ejemplo, la primera de estas propiedades (Cuaderno 3, p. 13):

“Conmutativa: El orden en que se conside-
ran dos sumandos no modifica su suma.
Por ejemplo, sumar 5 a8 6 sumar 8 a 5 produce
el mismo resultado.”

5+8=8+5
a+b=b+a

En el caso anterior, hubiéramos podido
representar la propiedad escribiendo: 5 + 8 =
8 + 5. Pero, evidentemente, la propiedad no
se restringe al ejemplo indicado; sirve para
cualquier par de nameros naturales. ;Co6mo
escribimos, representamos, esta Gltima afirma-
cion?

Una manera sencilla de hacerlo es utilizar
letras, bajo el supuesto compartido por todos
(escritor y lectores) de que tales letras esconden,
representan, nimeros naturales. Y asi, si conve-
nimos en llamar ay b a dos nitmeros naturales
cualesquiera, la propiedad asociativa de la adi-
cion se representaria:

Conmutativa: Para todo par de nimeros
naturales ay b, se verifica: a+ b=b + a.

sQué hemos ganado con esta forma de
representacion de la propiedad mencionada?
Hemos ganado en generalidad. Ahora tene-
mos una forma de representacion que puede
referirse a cualquier nimero natural, a cual-
quier par de nimeros naturales, etc.



Y lo mismo ocurre si se trata de otro tipo
de nimeros. Por ejemplo, la misma propiedad
conmutativa de la adicion puede referirse a las
fracciones, en cuyo caso escribiremos:

Conmutativa: Para todo par de fracciones
< ficas 2+ =5 4+ 2
y — s severi P
Anélogamente, si nos hubiéramos referido
a la propiedad asociativa de la adicion de nG-
meros naturales, expresada asi en el Cuaderno
3(p. 13):

a
b

“Asociativa: Si hay mas de dos sumandos,
el orden progresivo en que “entran” en la suma
es indiferente: el resultado siempre es el mis-
mo. Por ejemplo, si hay que sumar 15, 37y 25,
puede hacerse en cualquier orden: 15 mas 37
y luego mas 25, 6 37 mas 25 y luego méas 15, 6
25 mas 15y luego mas 37”, el uso de letras nos
llevarfa a esta representacion generalizada:

Asociativa: Para cualesquiera tres nimeros
naturales, a, by ¢, se verifica: (a+ b) + c=a+
(b+c).

Y la conjuncién de las propiedades con-
mutativa y asociativa nos permitiria extender la
representacion anterior a:

MY S gl

Para cualesquiera tres nimeros naturales,
a, by ¢ severifica: (a+ B+ c =a+(b+ 9=
(a+d+b.

Otra situacion en la que el uso de letras re-
sulta practicamente necesario para ganar en ge-
neralidad, es la referente a las propiedades de
las operaciones con potencias de los nimeros
naturales. Al respecto, en el Cuaderno 6 (p. 19)
escribiamos (adelantandonos a lo que estamos
diciendo ahora):

“Al multiplicar, por ejemplo, 2° x 2° se ob-
tiene: 2 x2x2x2x2)x(2x2x2)=2x2x2
X2 x2x2x2x2=2% Anilogamente, se com-
prueba que 52 x 5* = 5°. Y asi con cualquier otro
ejemplo. No es, pues, dificil generalizar la pro-
piedad: £/ producto de dos potencias de igual
base es otra potencia de la misma base y cuyo
exponente es la suma de los exponentes de las
potencias que se multiplican. Simbolicamente

(a, n'y m son nimeros naturales): a " x a™ =

n+m?mn
a .

De modo que el uso de las letras nos
permite generalizar la representacion de
las propiedades de las operaciones aritmé-
ticas aplicables a los nameros naturales.

Si observamos bien el proceso de generali-
zacion que acabamos de mostrar, nos daremos
cuenta de que hemos sustituido unos simbolos
abstractos (los niimeros) por otros simbolos
mds abstractos todavia (las letras). En efecto,
las letras son una abstraccion de los nimeros,
que ya son una abstraccion de realidades de
nuestro entorno.

Con el uso de las letras ganamos en gene-
ralidad, pero se nos plantea una cuestion: asi
como las expresiones con los niimeros debian
guardar ciertas reglas de escritura, lo mismo
debe ocurrir para las expresiones que se escri-
ben con las letras como simbolos. En otras pa-
labras, debemos conocer y manejar la nueva
sintaxis simbélica.

2.2. La sintaxis simbélica literal

Ya hemos establecido que las letras seran
los simbolos que representaran a los ntmeros
naturales de una forma generalizada. Estos sim-
bolos literales reciben el nombre genérico de
indeterminadas, por cuanto su valor numéri-
co no esta determinado en principio; es decir,
puede adoptar cualquier valor.



Las operaciones expresadas con las indeterminadas se representan asi:

Operacion | Representacion | Ejemplos de situaciones Ejemplos de expresiones
literal numéricas representadas | literales o numérico-literales
Adicién a+b 3+5 y+zn+1;12+xc+d+1
Sustraccion a-b 15-3 r—sm-1;10-b; x—y-2
Multiplicacion ab; a.b 3x5 mn; 2x; 5ab; 2z.3y
Potenciacion a’ 5 X’ a2 3"
Division a:ba/b(b=0) 8:4;15/3 z:y;x/2:1/n

Como se puede apreciar, el cambio mas
significativo se halla en la representacion de la
multiplicacion, en la que se omite el signo (x)
utilizado en el terreno aritmético; ahora pode-
mos utilizar un punto (.) entre los nimeros y va-
riables que se multiplican, o no colocar nada.
De este modo, si en una expresion como 3yz,
se asigna a y el valor 5 y a zel valor 4, no se
obtiene como resultado el nimero 354, sino el
producto de 3 x 5 x 4, es decir, 60.

Un objeto como 3yz, 6 2x, 6 n, recibe el
nombre de término; el nimero que acompana
a la parte literal se denomina coeficiente: 3
en 3yz, 2 en 2x,6 1 en n. Cuando varios térmi-
nos se ligan mediante signos de operaciones,
se forma una expresion algebraica. Ejemplos
de esta Gltima pueden ser: a+ b; x— y + 5; 5ab
—a’+ b2 etc.

Otro elemento a considerar es el orden en
que deben efectuarse las operaciones. Por
ejemplo, la expresion a + bcindica que prime-
ro deberfa efectuarse la multiplicacion de by c,
para agregar después al producto el valor de a.
Anélogamente, la expresion a/b— c indica que
primero deberfa efectuarse la division de a en-
tre b, para restar después el valor de c.

Ahora bien, ;cémo escribiriamos la expre-
sion que recoja la operacion de “dividir a entre
la diferencia de by ¢”? Indudablemente, no se
trata de la expresion anterior, a/b — ¢, ya que
ahora no puedo proceder a la division hasta
que no tenga la diferencia de by ¢; debo calcu-
lar primero esta diferencia.

Debemos contar con unos simbolos y unas
reglas que nos sefialen como hacerlo. Pues
bien, para ello disponemos de los paréntesis
—del tipo (), [], {}- como elementos auxiliares.
Asi, la operacion de “dividir a entre la diferen-
ciade by c” se expresaria: a/ (b- o).

En general, éste es el orden de aplica-
cion de las operaciones indicadas en las
expresiones literales o numérico - literales:

1. Operaciones indicadas dentro de los
paréntesis. Si hay paréntesis dentro de otros
paréntesis, se procede a resolverlos de adentro
hacia fuera.

2. Potencias.

3. Multiplicaciones y divisiones.

4. Sumas y restas.

Veamos algunos ejemplos de aplicacion
de estas reglas:

Ejemplo Aplicacion de las reglas Caso numérico
2cd Se efecttia la multiplicacion de Sic=3,d=5~
los tres factores: 2,c¢, d 2cd=2x3x5=30
6x—3y Se efectian primero las multiplicaciones Six=3,y=1-
6xy 3y ; luego se restan ambos productos 6x-3y=18-3=15
Se efectGa la multiplicacion 2n; luego Sin=3—
2n+1 ! - —
se suma 1 al producto 2n+1=2x34+1=
6+1=7
Se suma 1 a n; luego se multiplica Sl
2(n+1) IaSl,Jma or 2 20+ 1)=2x@B+1)=
¢ 2x4=8
Se efectta la multiplicacion 2x; Six=5,y=9~
32x-y) se resta el valor de y; se multiplica la diferencia | 32x-y) =3 x(10-9) =
anterior por 3 3x1=3




Se efectta la suma de ay by se multiplica Sia=1,b=0—
5(a+ b) - esta suma por 5; se efect@a 5(a+ b)-3a=
la multiplicacion 3a; se restan ambos 5x(1+0)=3x1=
productos 5x1-3x1=5-3=2
, Se calcula la potencia b 2; se multiplica Sib=5-
3b su valor por 3 3P=3x52=3x%x25=75
3h) 2 Se efectta la multiplicacion 3b; Sib=5—
este producto se eleva al cuadrado (3= (3 x5)?=152=225
m?_n? Se calculan las potencias m?y n?; Sim=4,n=3-
se restan ambos valores m2-n?*=42-32=16-9=7
(m—n)? Se efecttia la resta de my n; se eleva Sim=4,n=3-
- al cuadrado la diferencia (m-n?=4-302=12=1
Se calcula la potencia a2 y se multiplica Siaz3o
2a‘ su valor por 2 (resultado 1). Se efectta la ) ) a=
c e, 2a’  _ 2x3 2x9 18
3a+1 multiplicacion 3ay se agrega 1 al producto 3arl - Bl - 9l - 10
(resultado 2). Se dividen ambos resultados | 79 Xt *

1. En cada uno de estas expresiones,
aplique ordenadamente los pasos a seguir
y halle su valor numérico para los valores
de la(s) indeterminada(s) que se indican:
a)3y+5;y=1

b) 3(y +5); y=1

c)2a+2;a=10

d) 3b+ 4(c/2);
e)(1em-m /4, m=1,n=4
N V25-x2+%5x=3

g) 23 +522—(z+3); z=1

h) [15 - (m - n)*|?
)8[2(y-3)+4(7 - yl; y=5

b=1,c=2

;,m=5,n=3

2. Escriba las expresiones correspondien-
tes a cada uno de los enunciados siguien-
tes [utilice las letras de las indeterminadas
asi: a, si hay una sola indeterminada; a, b,
si hay dos indeterminadas; etc.|:

a) el doble de un namero (es decir, el
doble de a)

b) el triple de un nimero, mas 1

c) el triple de “un niimero méas 1”

d) el cuadrado de la suma de dos
nlmeros

e) la suma de los cuadrados de dos
nlmeros

f) la suma de dos nameros multiplicada
por su diferencia

g) 1 més el cubo de la suma de dos
ndmeros

h) el triple de un niimero menos el doble
de otro nimero

i) la cuarta parte de un nimero

j) la mitad de la diferencia de los
cuadrados de dos niimeros

k) la quinta parte del cuadrado de la dife-
rencia de dos ntmeros

) el nimero siguiente a uno dado

e
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Al igual que en Aritmética, ahora también
puede hablarse de (y representar) la igualdad
de dos expresiones simbdlicas literales; por
ejemplo, 4a + b = 3¢ — 2d. Esto significa que
para algunos nimeros, el cuédruple del prime-
ro mas el segundo, toma el mismo valor que
el triple del tercero menos el doble del cuarto.
Puede verificarse esta igualdad para muchos
grupos de cuatro nimeros naturales, debida-
mente seleccionados.

En este punto, conviene llamar la atencién
respecto al manejo del signo igual. En Aritméti-
ca, estamos acostumbrados a ver el signo igual
“detras” de una operacion indicada, a la espera



de colocar “a la derecha” del signo el resultado
de la operacion. Asi por ejemplo, “5 + 7 =" in-
vita a colocar 12 a la derecha: “5 + 7 = 12”.

Ahora, en el caso de las expresiones sim-
bolicas literales, el signo de igualdad no es una
invitacion para obtener el resultado numéri-
co de una operacion; simplemente indica un
“equilibrio”, una “simetria”, entre las expre-
siones que se hallan a ambos lados del signo:
ambas tienen el mismo valor.

Ya nosotros utilizamos este tipo de igual-
dad en algunos temas de Aritmética; por ejem-
plo, al hablar de la potenciacién (Cuaderno 6,
p. 17) escribiamos igualdades como éstas para
representar algunas regularidades referentes a
los nimeros naturales:

(n+1)2=n%+2n+1
(n+m?*=n?+2nm+m?

Ahora vamos a referirnos particularmente
al caso de estas y otras regularidades.

2.3. La representacion de regularida-
des referidas a los nameros naturales

Asi como hemos descubierto la necesidad
de introducir expresiones simbdlicas literales,
con su sintaxis propia, para representar las pro-
piedades de las operaciones con niimeros natu-
rales y, de este modo, ganar en generalidad, lo

mismo ocurre para la representacion de regula-
ridades que conciernen también a los nimeros
naturales.

Esta necesidad de generalizacion, de ex-
presar la generalidad, es tan sentida que, como
acabamos de recordarlo, no pudimos resistir la
“tentacion” de utilizar expresiones simbolicas
literales en algunos de los Cuadernos anterio-
res. Asi que, “sin querer queriendo”, ya hemos
justificado el uso de estas expresiones para re-
presentar regularidades propias de los nimeros
naturales.

El uso de la expresion simbolica literal de
una regularidad [por ejemplo, (n + 17 — ? =
n+ (n+ 1)] abarca todos los casos numéricos
particulares y “dice” la regularidad de una ma-
nera mas resumida que su expresion verbal (“/a
diferencia de los cuadrados de dos nimeros
naturales consecutivos es igual a la suma de
dichos nimeros consecutivos’). Sin embargo,
quien lee (n+ 1 — = n+ (n+ 1) debe estar
siempre en capacidad de interpretar su conte-
nido, es decir, de saber formular su expresion
verbal.

Si n'y m representan a dos niimeros
naturales cualesquiera, interprete las
siguientes igualdades simbolicas lite-
rales:

a(n-m?2=n2-2nm+m?
b) (n+m)+(n—m)=2n
c(n+1) (n+3)=n2+4n+3

dn>-1=n2>+n+1)n-1)

3. Escriba la igualdad simbolica literal
correspondiente a los siguientes enun-
ciados (utilice n'y m para designar las
indeterminadas):

a) La suma de dos nameros menos la di-
ferencia de ambos, es igual al doble
del namero menor.

b) La suma de dos niimeros multiplica-
da por su diferencia, es igual al cua-
drado del niamero mayor, menos el
cuadrado del namero menor.

c) La suma de dos nimeros seguidos es
igual al doble del primero, mas 1 uni-
dad.

2.4. La representacién de patrones o
términos generales de una sucesién de
nameros

En los Cuadernos de Aritmética hemos
planteado algunos ejercicios en los que se da-
ban algunos términos de una sucesion de na-
meros y se pedia averiguar algin nimero omi-



tido, o el siguiente de la sucesion. Un ejercicio
de esta especie puede ser: sCudl es el nimero
que ocupa la posicion 15 en esta sucesion de
nameros: 2, 4, 6, 8, 10,...7

Resolver este ejercicio implica averiguar
cudl es la ley o regla que se aplica para gene-
rar cada uno de los nimeros de la sucesion. Al
intentar hacerlo nos percatamos enseguida de
que estamos tratando con dos tipos de niime-
ros: uno, el que indica la posicion en que se
halla cada ntimero (n); y dos, el namero que
ocupa esa posicion (a ). Para el ejemplo dado:

como la posicién que ocupa cualquier nimero;
por ejemplo, el nimero 628 esta en la posicion
314 de esa sucesion (spor qué?).

La sucesion que hemos presentado es la de
los ndmeros pares positivos (> 0). Nos interesa
destacar que, ademas de servirnos para averi-
guar cudl es el nimero par positivo que ocupa
una determinada posicion en la sucesion o, al
revés, la posicion que ocupa cualquier ntmero
par en ella, la expresion del término general se
convierte en la expresion de cualquier nimero
par; todo ndmero par puede representarse

mediante la expresion 2n, en |la que ndenota
cualquier nimero natural (de esta forma se in-
cluye también el 0, que es un nimero par).

En este caso se dice que 2 nrepresenta cual-
quier namero par, siendo n cualquier nimero
natural. Esta Gltima condicion puede escribirse
simbdlicamente: para todo n € N (el simbolo
€ se lee “que pertenece a”; N representa al
conjunto de los nimeros naturales); también
suele decirse: paran=0, 1, 2,...

He aquf algunos otros ejemplos:

o Namero que
Posicion ocupada ocupa esa
(n) posicion (a)
n=1 a1 =2
n=2 az =4
n=3 a,=6
etc. etc.

Pues bien, lo que tenemos que hacer es
descubrir la relacion que existe entre cada par
de ntmeros: “posicion ocupada” y “nimero
que ocupa esa posicion” (1y 2; 2y 4; 3y 6;
etc.); es decir, debe tratarse de una relacion
constante, la misma para cada par de nimeros
relacionados. En nuestro caso es sencillo: el na-
mero que ocupa una posicion es el doble del
nimero que indica la posicién ocupada: a_ es
el doble de n.

Ahora resulta sencillo representar esta re-
lacion: el término general de la sucesién es
a = 2n. Ahora estamos listos para contestar la
pregunta: el nimero que ocupa la posicion 15
(n=15) en esta sucesién es a,, = 2 x 15 = 30.
Y, ademas, podemos saber qué niimero ocu-
pa cualquier otra posicion en la sucesion, asf

Representacion simboélica | Tipo de namero representado Valores numéricos

del término general

5n neEN Maltiplos de 5 0,5,10,15,...

na, neN MﬂltiplOS de a 0, a 2a, 3a,...

2n+1, n€eN N@meros impares 1,3,5,7,.

10" nEN Potencias de 10 1,10, 100, 1.000,...

m+1 neN Cuadrados de niimeros naturales, mas 1 1,2,5,10,17,...
unidad

(n+2)? nEN Cuadrados de los niimeros naturales, a 4,9,16, 25, 36,...

! partir de 4

m, n=23,4,. Cuadrados de los nimeros naturales,a | 4,9, 16, 25, 36,...
partir de 4
Maltiplos de 6, mas 3 unidades

6n+3, neN (nameros que, al dividirse entre 6, dan 3 | 3,9, 15, 21, 27,...
como resto)

3579
2n+1 po 1,2,3, Fracciones de esa forma — ===
2n—1 1 357
(0,1)", neN Potencias de 0,1 1;0,1; 0,01; 0,001;...




4. Halle la representacion simboélica del término general de las
siguientes sucesiones (indique también los

valores de n para los que se cumple):

a1,59,13,17,21,..
d)0,2,6,12,20, 30,...
1 3 5 7

¥4 8 12 16

2.5. La representacion y prueba
de conjeturas relativas a los nimeros

En el Cuaderno dedicado a la divisibilidad
(n°8, pp. 10y 11) se hablaba de las conjeturas,
proposiciones que tienen que ver con niimeros
y que se cumplen para distintos valores numé-
ricos. Por ejemplo, ésta: “Todo ntmero par
mayor que 4 es suma de dos nlimeros primos
impares (conjetura formulada por Goldbach,
un matemético aleman que vivio en el siglo
XVIN)”.

Las conjeturas se establecen a partir de una
observacion atenta de los que pasa con ciertos
nimeros. Una vez formuladas, se desea saber
si se cumplen para todos los niimeros. Es decir,
se desea establecer su generalizacion. Esto no
siempre es facil y, como deciamos en el Cua-
derno 8, hay algunas conjeturas “abiertas”, que
no han fallado hasta ahora, pero cuya generali-
zacion no se ha establecido todavia. Otras son
més sencillas de verificar.

;Y qué importancia tienen las conjeturas
para el desarrollo de la matematica y para no-
sotros? Lo deciamos también en el Cuaderno 8
(p. 11): “...1a curiosidad, la busqueda, el plan-
teamiento de conjeturas, el intento por verifi-
carlas (o por refutarlas), el hacerse nuevas pre-
guntas..., todo esto forma parte de la historia y
del “ser” de la matematica, la manera como se

b) 11,13, 15,17, 19,...
e) 0,2; 0,04; 0,008; 0,0016:;...

h) 1,V2,V3, 2,V/5,...

c)2,4,8,16,32, 64,..
f)1,11, 21,31, 41,...

0)2,7,12,17,22,27,...

construye por dentro [...], todo esto forma parte
del clima en que debemos trabajar la mateméti-
ca, parcela por parcela, nosotros y con nuestros
alumnos”.

El primer paso para intentar establecer la
generalizacion de una conjetura, es decir, para
verificar que se cumple para todos los niimeros
naturales, es expresarla en términos simbolicos

literales. Y luego, trabajar con este tipo de ex-
presiones para intentar llegar al resultado; esta
segunda parte se denomina la prueba o demos-
tracion de la conjetura.

Veamos algunos ejemplos de prueba de
conjeturas, a cuyos enunciados se ha llegado
por observaciones atentas de lo que ocurre con
los nimeros.

La suma de dos nimeros, mds su di-
ferencia, es igual al doble del nimero
mayor.

Si representamos los nimeros como a'y
b (a> b), la conjetura se expresa como:
(a+ b)+(a—b)=2a,cona be N.Ysu
prueba es muy sencilla: (a + b) + (a— b)
=a+b+a-b=a+a=2a

La suma de dos niimeros impares seguidos es multiplo de 4.

Un nimero impar cualquiera puede ser representado, segin vimos, como 2n+ 1, n€ N. El
nGmero impar siguiente sera 2(n+ 1) + 1, que puede escribirse como 2n+2 +1=2n+3.Si
sumamos ambos nimeros tenemos: 2n+ 1+ 2n+3 =4n+4 =4(n+ 1). La sumaes, pues, un
miltiplo de 4, ya que es el producto de 4 por el nimero (n+ 1).

Tome un namero de dos cifras (p. €/., 37); forme otro nimero con las cifras del anterior en or-
den invertido (73); obtenga la diferencia positiva entre ambos nimeros (73 — 37 = 36). Haga
lo mismo con otros nimeros y observe bien las diferencias en cada caso. ;Qué conjetura se
le ocurre? ;Como puede estar segura(o) de su enunciado? (Cuaderno 8, p. 11).

Un ntimero de dos cifras como 37 puede descomponerse asi: 37 = 3 x 10 + 7 (Cuaderno 2). Si
ahora queremos generalizar esta expresion para cualquier nimero de dos cifras de la forma ab
(0jo, en este momento no estamos refiriéndonos al producto de apor b), sabemos que su valor
es 10a + b; el namero con las cifras en orden invertido, ba, valdra 10b + a, con a, b€ N.
Supongamos que b> a. En este caso, 10b + aes mayor que 10a+ by la resta entre ambos nt-
meros dara como resultado: (10b+ a) —(10a+ b) = 10b+ a— 10a— b=9b-9a=9(b- a). Esta
Gltima expresion representa a un maltiplo de 9 (lo mismo ocurre si a> b). Luego la conjetura
dice que la resta de esos dos nimeros de dos cifras, sean cuales sean, es un maltiplo de 9. Y
acabamos de dar su prueba, que nos permite estar seguros de su enunciado, sin necesidad de
hacer todas las verificaciones posibles con los ntimeros.



Si a todo namero impar elevado al cuadrado, se le resta 1 unidad, se obtiene un ndmero
mdltiplo de 8.

Si tomamos un nmero impar 2n + 1, n€ N, su cuadrado sera 2n+ 1) 2= (2n+ 1)(2n
+1)=4n2+2n+2n+1=4n2+4n+ 1.Si a este resultado se le resta 1, nos queda 4n
2 + 4n, que puede expresarse en la forma 4n (n + 1). Esta Gltima expresion puede inter-
pretarse como el producto de tres factores: 4, ny (n+ 1). Ahora bien, si nes impar, (n +
1) sera par; y si nes par, (n+ 1) serd impar, ya que se trata de dos nimeros seguidos. Y
si uno de ellos es par, el producto n (n + 1) sera siempre par, y al multiplicarse por 4, la
expresion total 4n (n + 1) sera maltiplo de 8.

Representar simbolicamente una conjetura y probarla, no es una tarea sencilla; sin em-
bargo, le proponemos las siguientes para que intente expresarlas y probarlas:

a) La suma de dos nimeros, menos su diferencia, es igual al doble del naimero menor.
b) La suma de tres nimeros seguidos es un ndmero miltiplo de tres.

c) El producto de dos nimeros impares seguidos, mas 1 unidad, es un maltiplo de 4.

d) Tome un ndmero de dos cifras, inviértalo como antes, pero ahora sume los dos ni-
meros. Haga lo mismo con otros nimeros y observe los resultados. Nuevamente, ;qué
conjetura se le ocurre? ;Como puede estar segura(o) de su enunciado?

Como podemos apreciar, las conjeturas se establecen en el campo de la Aritmética y son un
motor para el avance del conocimiento matematico, pero necesitan de las expresiones simbdlicas
literales para probar su caracter general.

3. Las ecuaciones

Hasta ahora hemos visto la conveniencia y la necesidad de avanzar mas alla de la Aritmética,
precisamente para dotar de generalidad a la representacion de:

las propiedades de las operaciones entre niimeros naturales,

ciertas regularidades que se presentan entre tales niimeros,

los patrones o términos generales de secuencias numéricas,
conjeturas acerca de los nimeros, y para su correspondiente prueba.

Existe otro campo de trabajo fundamental en la Aritmética, que es la resolucion de problemas.
Hemos trabajado con algunos métodos propios, tales como utilizar las operaciones y sus propie-
dades como modelos de las situaciones probleméticas; también nos hemos servido del método ge-
neral de ensayo y ajuste, que sugiere probar con valores particulares de la incognita del problema

y tomar decisiones a partir de los resultados asf
obtenidos, hasta llegar a la solucion.

Pero después de lo desarrollado en este
Cuaderno, es licito preguntarnos: ;También es
posible avanzar hacia procesos méas genera-
les de resolucién de problemas? ;Existe algin
método general, valido como el de ensayo y
ajuste, que permita abordar la resolucion de un
problema sin tener que ir probando con valores
particulares de la incognita del problema?

Veamos este problema, planteado vy re-
suelto con anterioridad (Cuaderno 3, p.22): “La
suma de tres nimeros impares consecutivos es
81. ;Cuél es el menor de ellos?”. La solucién
dada es la siguiente (p.25): “Basta con aproxi-
marnos por tanteo. Se llega al valor de 25 (25 +
27 +29=281)".

Si en el enunciado se nos hubiera dicho
que la suma es 126, el método de tanteo hubie-
ra funcionado igual, pero habria que ensayar
con otros nimeros particulares, hasta llegar al
ajuste correspondiente.

sHay otra forma de plantear la bsqueda
de la solucién? Si. Pensemos en el enunciado
de esta manera: tengo que sumar al nimero
menor otro que es 2 unidades mayor, y un ter-
cero que es 2 unidades mayor que el anterior,
es decir, 4 unidades mas que el primero; en to-
tal estoy acumulando tres veces el niimero me-
nor, mas 6 unidades; este total debe valer 81.

Podemos abreviar todo ese discurso si al
nGmero menor (que es la incognita del proble-
ma) lo designamos... con una letra; por ejemplo,
n. Entonces el planteamiento hacia la solucion
se escribiria: n + (n+ 2) + (n + 4) = 81. ;Qué
es esta expresion? ;Qué representa? Desde lue-
g0, no representa una propiedad de la suma
de nmeros, tampoco una regularidad que se



cumple para todos los nmeros, ni tampoco el
patrén de una sucesion numérica, ni tampoco
una conjetura de caracter general. A pesar de
que utilizamos un simbolo literal, ya no es-
tamos en el ambito de las expresiones que
representan una generalizacion...

Esa es una expresion particular, en la que
el simbolo n representa a un nimero concre-
to, en un contexto concreto (el de los nameros
impares), que debe satisfacer unas condiciones
concretas (que la suma indicada valga 81). Este
objeto matematico nuevo recibe el nombre de
ecuacion.

En lo que sigue vamos a estudiar con dete-
nimiento este nuevo objeto matemético y como
se trabaja con él para poder llegar a la solucion
de los problemas, es decir, a obtener el valor de
la incognita de cada problema. Pero lo que nos
interesa destacar es que llevar el enunciado
de un problema a una ecuacion es un nue-
vo método para resolver ciertos problemas.
Y es un método general.

En efecto, si en el problema anterior la
suma debe ser 129, la ecuacion correspondien-
te serd n+ (n+ 2) + (n + 4) = 129. Cambia ese
dato final, pero no la estructura de la ecuacion.
Mas ain, si el enunciado indica que la suma de
5 nlimeros impares consecutivos es 405 y hay
que hallar el mayor, la ecuacion serd (n— 8) +
(n—6)+ (n—4) + (n—2) + n=405; la ecuacion
tiene una estructura similar a las anteriores. Es
decir, /a estructura de la ecuacion esta pre-
parada para aceptar diversos casos particu-
lares y representarlos.

Vamos a aprender a “resolver” ecuaciones
para poder resolver problemas. Pero, de suyo,
el objeto matemético ecuacién es muy impor-
tante en si mismo, asi que vamos a estudiarlo
con detenimiento.

3.1. Construir ecuaciones

La primera pregunta que tenemos que res-
ponder es, indudablemente, ;qué es una ecua-
cion? Nada mejor para ello que saber construir-
la: si sabemos “fabricar” una ecuacion tendre-
mos asegurada una respuesta a esa pregunta.
Vamos a hacerlo. Tomemos, por ejemplo, el
nimero 13 y escribamos algunas expresiones
aritméticas que liguen ntmeros naturales con
operaciones y cuyo resultado sea 13. En segui-
da se nos vienen a la mente las mas sencillas,
las que utilizan dos ntmeros ligados por un sig-
no de operacion; por ejemplo: 9 + 4; 18 - 5;
26:2;5 + 8; etc.

En un segundo paso, seguramente empe-
zamos a manejar expresiones mas complejas,
con mas nmeros 0 Mas operaciones implica-
das; por ejemplo: 6 + 6 + 1; 8+ 10 -5; 3 x 4
+1;30:2-2;2x5+3;6x4-1)-5;4>+
4 — 7; etc. Como se puede apreciar, la lista de
expresiones no tiene fin.

Si ahora tomamos dos cualesquiera de
esas expresiones aritméticas y las igualamos es-
tamos construyendo una igualdad aritmética.
Por ejemplo: 2 x 5 + 3 =5 + 8. Bien; supon-
gamos que alguien tapa con el dedo o con un

simbolo cualquiera (nos puede servir &) el na-
mero 5, presente a ambos lados de la igualdad.

Nos quedaria a lavista 2 x & + 3 = & + 8.

Desde luego, la expresion resulta extrafia;
laigualdadindicada ya no estransparente como
antes, cuando se podia calcular el valor de las
expresiones ubicadas a cada lado del signo =y
verificar su igualdad. En lugar de esta sencilla
tarea de verificacion tenemos otra un poco mas
compleja: descubrir qué nimero debe estar es-

condido tras el simbolo ¢ para que la igualdad
vuelva a ser verificable.

Hay que hacer notar que los simbolos que
habitualmente se utilizan para “esconder” los
nameros son los de uso mas universal: las le-
tras. De este modo, si tomo la letra m (que es
la inicial de mi nombre), la expresion anterior
serd: 2 x m+ 3 = m + 8 cuya escritura formal,
seglin vimos anteriormente, sera: 2m+ 3 = m+
8. Acabamos de construir una ecuacion.

También podriamos haber partido de la
igualdad aritmética4 >+ 4-7=3x4+1en
la que, si escondemos el niimero 4 tras la letra
n (que es la Gltima letra de mi nombre), llega-
mos a la expresion: n2+ n—-7=3xn+1,
cuya escritura formal sera: n2+ n—7=3n+ 1.
Hemos construido otra ecuacion. Ahora ya po-
demos responder a la pregunta anterior, qué es
una ecuacion.

3.2. Conceptos y elementos asociados
a una ecuacion

Una ecuacién es una igualdad
aritmética en la que hay algtn na-
mero desconocido.

El simbolo (letra) que “esconde”
ese nimero se denomina incog-
nita.

Resolver una ecuacion significa
hallar el valor numérico de la in-
cognita.

Una ecuacion esta bien resuelta
si al sustituir la incognita por el
valor numérico hallado se hace
verificable la igualdad aritmética
inicial. En este caso hemos halla-
do la solucién de la ecuacion.



Los miembros de la ecuacion son las expresiones que se ubican a cada lado del signo =. Asi,

Siguiendo el ejemplo anterior, constru- en 2m+ 3 = m+ 8, el miembro de la izquierda es 2m + 3, y el de la derecha, m+ 8. Y
ya dos ecuaciones para cada uno de andlogamente, n?+n-7y3n+1lenn?+n-7=3n+1.
los casos siguientes, en los que se da el
valor de la igualdad aritmética inicial y En cada miembro encontramos términos, que son las expresiones separadas por los signos
el valor que debe tener la incognita (el + 6 — Por ejemplo, en n? + n—7 hay tres términos: 2, ny 7. Algunos términos tiene su
nmero que se escondio): coeficiente numérico y su parte literal; por ejemplo, en 3n, 3 es el coeficiente y n la parte
literal; y en m, el coeficiente es 1y mla parte literal. Otros términos se reducen a un namero,
Valor de laigualdad | valor de la como por ejemplo, 3,8, 7, 1.
aritmética inicial incognita
El grado de la ecuacion viene dado por el mayor exponente que presenta la incognita res-
20 3 pectiva. Asi, laecuacion n?+n-7=3n+1 esde grado 2 o de segundo grado, mientras
5 0 que 2m+ 3 = m+ 8 es una ecuacion de primer grado o de grado 1.
1 4 El ndmero de incégnitas de una ecuacion es otro elemento a tomar en cuenta. Asf, 2m
+3=m+8ym+n-7=3n+1sondos ecuaciones con una sola incdgnita cada una. En
16 7 cambio, 3p + 2r= 16 es una ecuacién con dos incognitas.
0 5
115 25 También suele tomarse en cuenta la naturaleza de las soluciones, es decir, el tipo de
nGmeros que se obtienen al resolver una ecuacion. Las ecuaciones cuyas soluciones son

exclusivamente nimeros naturales suelen denotarse como “ecuaciones en N” (N desig-
na el conjunto de los nimeros naturales).

5. Determine si .|,a solucion pr.o,puesta En este Cuaderno trabajaremos con ecuaciones de primer grado con una incégnita
para cada ecuacion es la solucion cor- en N

recta:

a) 55—7=2+255=2

b) 7¢-10=30-G c=5 :Por qué la x en nuestras ecuaciones?

18e+5=5;e=0
Si tomamos cualquier libro de matematica en el que se trate de ecuaciones, encontraremos

)
d 3x2+5=x+8; x=1

) 60=85-156t=5
f) 3u?2-15u=15u; u=10
g) 3u?-15u=15u; u=0
h) 3m-9=3(m-3); m=4
i) 3m-9=3(m-3); m=5

En una ecuacién ya construida encontra-
mos los siguientes elementos:

que casi siempre la incognita se designa con la letra x. ;De donde viene esta costumbre? ;Es
muy reciente? Pues no es tan reciente; lo cierto es que tiene unos cuantos siglos de antigtie-
dad. De hecho proviene de los arabes, aunque su fundamentacion es anterior. Veamoslo.

Las ecuaciones se plantearon y resolvieron desde las culturas babilénica y egipcia; es decir,
quiza desde el cuarto milenio antes de Cristo (Kline, 1992). Claro que no se escribian como
hoy en dia, en la forma simboélica y reducida que nosotros utilizamos desde hace unos pocos
siglos. El planteamiento de una ecuacion consistia en “echar el cuento” de lo que habfa que
hacer con el valor desconocido: multiplicarlo por tal cantidad, sumarle tanto, etc., para ob-
tener tanto...



El término para designar este valor desconocido variaba de una cultura a otra, pero a partir de
cierto momento fue designado habitualmente como “la cosa” (todavia, en nuestras culturas
utilizamos expresiones como ésa para referirnos a objetos de cuyo nombre no nos acordamos
0 que no queremos mencionar en piblico...).

“La cosa” en latin se dice “res” (de ahi viene la palabra reptblica, “res publica”, “la cosa pabli-
ca”, aunque algunos de nuestros gobernantes la han solido convertir en “la cosa de ellos”...).
Y en arabe, xai. Pues bien, la letra inicial x, como abreviatura de xaj, paso a convertirse en el
simbolo que representaba a la cosa desconocida, a la incognita. Estamos hablando del siglo
IX de nuestra era, cuando los arabes dominaban buena parte de Asia, el sur de Europa y el
norte de Africa, y se convirtieron en los propagadores de las culturas antiguas... y de la x de
nuestras ecuaciones.

Esa costumbre de utilizar la letra x para designar la incognita de la ecuacion ha trascendido el
campo de la matematica y hoy en dfa sirve para referirse a lo desconocido, lo incognito. Asi,
hablamos de rayos X, los expedientes X, los hombres X, la sustancia X, etc.

3.3. Ecuaciones equivalentes Tremstomadienes vé ke

Muchas ecuaciones pueden com- Cambiar la I.etra que designa
partir fa misma solucién. Las que a laincognita
lo hacen se denominan ecuaciones Cambiar de lado los miembros
equivalentes. Por ejemplo y dentro de la ecuacion
del conjunto de las ecuaciones de pri- Cambiar el orden de los términos
mer grado con una incognitaen N, 2m en los miembros de la ecuacion
+3=m+8 y 20-3x=xson ecuacio- Sumar el mismo término en ambos
nes equivalentes, ya que para ambas la miembros de la ecuacion

solucion es 5. . L.
Restar el mismo término en ambos

. . miembros de la ecuacion

Nos interesan, en particular, las

ecuaciones que se van derivando de Multiplicar ambos miembros de la ecuacion
(los coeficientes de todos los términos)

una ecuacion dada a partir de trans- por el mismo namero ( 0)

formaciones que sean vélidas. Como

_ . .y Dividir ambos miembros de la ecuacion
una ecuacion es una igualdad aritmé-

(los coeficientes de todos los términos)

tica, las transformaciones validas son por el mismo nimero ( 0)
aquellas que conservan la igualdad de

ambos miembros. Veamos algunas de Combinar algunas de las transformaciones
ellas, aplicadas a la ecuacion 2m+ 3 = anteriores

m + 8 cuya solucion es 5.

Ejemplos

2s+3=5+8
2c+3=c+8

m+8=2m+3

3+42m=m+38
3+42m=8+m

Sumar7-=2m+10=m+ 15
Sumar3m—-5m+3=4m+ 8

Restar 3 = 2m=m+5
Restar m—->m+3 =38

Multiplicar por 3
6m+9=3m+ 24

Dividir entre 2 » m + % = % +4
Multiplicar por 2 y agregar 5 -
4m+11=2m+ 21
Combinar las tres primeras —

8+p=2p+3

Solucién

s=5

c=5

m=5
m=5
m=5
m=5
m=5
m=5
m=5
m=5
m=5
m=5
PI=I5




6. Escriba en cada caso la ecuacion resul-
tante de las transformaciones que se indi-
can para la ecuacion dada:

a) 10 + 4x= 30 — 6x; dividir los dos miem-
bros entre 2 y restar 2x en ambos

b) 13 — 5d = 4 + 4d: cambiar de lado los
miembros de la ecuacion, colocar p
como incognita y sumar 5p en ambos
miembros

3x 1 _5x 1

d; 5~ 4~ multplicar ambos
miembros por 4, sumar 1y restar 5xen
cada miembro

d) 7(z + 2) = 14; dividir los dos miembros
entre 7 y restar 2 en ambos

e) 5 =27 — 2¢ restar 1 en los dos miem-
bros, dividir ambos entre 2, restar 2 en
cada miembro y cambiarlos de lado

4 2x _ 6 .

f); 4 *35 =° restar 4 en los dos miembros,
multiplicar ambos por 3, dividirlos en-
tre 2 y colocar y como incognita

7. Determine cudles de las siguien-
tes ecuaciones son equivalentes a la
ecuacion 11 — 2x = 7x + 2 [en los ca-
sos afirmativos, trate de precisar la(s)
transformacion(es) aplicada(s)l:

A 2+7r=11=-2r
b) 15-2p=7p+38
o) 1l—m=2+7m

d) 55+ 2 =11
e) 4+ 14n=22 -4c
f) 9-5x=4x

g) 2+5¢t=11—4t
h) 6+ 15v=33-12v
i) 9=9x

j) 22-4g=4+7g
k) Zu+1=11-u

) 33-22z=252+6

8. Construya ahora dos ecuaciones equi-
valentes y simelas, miembro a miembro.
;La ecuacion resultante serd también equi-
valente a las dadas?

3.4. Resolucién de ecuaciones

Como se indico anteriormente, resolver
una ecuacion es encontrar su solucion, es decir,
el valor numérico de la incognita; este valor, al
sustituirse en la ecuacion, restituye y hace veri-
ficable la igualdad aritmética inicial.

Antes de abordar los diversos procedi-
mientos disponibles para resolver ecuaciones,
digamos que éstas pueden presentar varias
formas, como ya hemos visto en los ejemplos
presentados hasta ahora. Laformaa x+b =c
x* d, enlaque a, b, cy dson coeficientes (ge-
neralmente, nimeros naturales, alguno de los
cuales puede ser eventualmente igual a cero),

se denomina forma candnica de la ecuacion
de primer grado con una sola incognita en
N. Vamos a trabajar en los métodos para su re-
solucion.

a) Los métodos intuitivos

Corresponden a ecuaciones muy senci-
llas; por ejemplo, para resolver una ecuacion
como 5 + z = 11, basta recordar las tablas de
la suma o, simplemente, contar desde 5 hasta
11 y deducir que z debe ser igual a 6. O para
el caso de 2x + 12 = 5x, es facil percibir que,
como 2x + 3xes igual a 5x, entonces 12 debe
corresponder a 3x, con lo que x debe valer 4.
Igualmente, para ecuaciones como 2u + 15 =
23, podemos percibir que 2uequivale a 8 (para
ajustar el resultado de la suma 8 + 15 = 23), de
donde se sigue que ues 4.

En todos estos casos prevalece una visién
integral de la ecuacion como un todo, como
una relacion de igualdad que comprende todos
los términos de los dos miembros, y no sélo una
vision aislada de la incognita. Por esta razon,
estos métodos son perfectamente vélidos y no
deben desdefarse, aun cuando en este proceso
de resolucién no se escriba nada y el resolutor
se limite a describir verbalmente el proceso se-
guido. Es més, esta vision integral de toda ecua-
cion debe ser uno de los obijetivos a alcanzar en
las tareas de resolucion de ecuaciones.

Después de observarlas como un todo, re-
suelva intuitivamente y sin escribir nada,
las siguientes ecuaciones:

a) 7=3d+4
b) 7c=15+2c¢
c) 4m-5=19
d 17=9n+17
e) y—18=5
f) 18-2c=4c



b) El método de ensayo y ajuste (tanteo razonado)

Se trata de asignar un valor inicial a la incognita, sustituirlo en la ecuacion, observar si los dos
miembros de la ecuacion toman el mismo valor, y decidir en consecuencia. Por ejemplo, intente-
mos resolver la ecuacion 5x—7 =3x+ 5.

Damos a x el valor inicial 3; el miembro de la izquierda queda igual a 8 y el de la derecha, a
14; evidentemente, 3 no es la solucion requerida ya que 8 # 14; anotamos que la diferencia entre
estos valores 14 — 8 es 6. Damos ahora a xel valor 4; el miembro de la izquierda queda igual a 13 y
el de laderecha, a 17; tampoco 4 es la solucion requerida, pero observamos que la diferencia entre
estos Gltimos valores 17 — 14 es 4; es decir, la diferencia se ha acortado (ha pasado de 6 a 4).

Esta Gltima observacion significa que el proceso de incrementar el posible valor de x, a partir
del valor inicial 3, es correcto: la incégnita vale mas que 3. En efecto, si en lugar de 4 hubiéramos
dado a la incognita el valor 2, el miembro de la izquierda hubiera quedado igual a 3 y el de la
derecha a 11, y la diferencia entre estos Gltimos valores 11 — 3, serfa 8; es decir, la diferencia se
habrfa incrementado (pasarfa de 6 a 8).

Por consiguiente, después de dar estos dos pasos, es decir, de asignar dos valores a la incog-
nita, estamos en capacidad de decidir hacia donde tenemos que ensayar nuevos valores de la
incognita. En el ejemplo que nos ocupa, este valor es mayor que 4. Resta, pues, probar con 5, con
6..., hasta llegar al punto en que los dos miembros de la ecuacion alcancen el mismo valor.

En nuestra ecuacion 5x—7 = 3x+ 5 esto ocurre con x = 6; en efecto, los dos miembros de la
ecuacion toman el valor 23 (que es el valor de la igualdad aritmética inicial).

Pudiera alegarse que este método de ensayo y ajuste es muy largo y, por consiguiente poco
econdémico. Aparentemente es asf, pero tiene la ventaja de que también toma en cuenta a toda la
ecuacion de una manera integral, y no solo a las incognitas; y ademas, nos recuerda el origen de
las ecuaciones, la igualdad aritmética original, ya que en cada ensayo nos obliga a considerar si se
ha alcanzado o no dicha igualdad.

Como en el caso de los métodos intuitivos, tampoco aquf se esta obligado a escribir el proce-
so de resolucion; el método puede desarrollarse mentalmente. Pero podemos ayudarnos con un
esquema sencillo como éste:

Valor del miembro de la
derecha

Valor del miembro de la
izquierda

Valor de la incognita

e ir escribiendo los sucesivos resultados en las filas inferiores de la tabla anterior hasta llegar a la
solucion buscada. Volveremos sobre este método posteriormente.

Resuelva por tanteo las siguientes ecuaciones:

a)7+2y=5y-8 1=x-1

b) 15 -3v=1+4v c)2(x—4) +

r....f:;:“"'
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¢) Los métodos de despeje

Como hemos venido diciendo, la tarea de
resolver una ecuacion termina cuando se lle-
ga a obtener el valor de la incognita; es decir,
cuando se llega a una expresién como x = 5.
Bien observada, esta Gltima expresion tiene
también la forma de una ecuacion: hay dos
miembros ligados por el signo de igualdad. La
particularidad esta en que en uno de los miem-
bros figura la incognita con coeficiente Ty enel
otro, un nimero. En lo que respecta a la incog-
nita, debe estar sola, “despejada” de cualquier
otro término y de cualquier otro coeficiente que
no sea 1.

Por consiguiente, es logico pensar en un
método que parta de la ecuacion original y
que, mediante una cadena de ecuaciones equi-
valentes obtenidas por la aplicacién de trans-
formaciones validas, nos lleve a una expresion
en la que la incognita aparezca despejada. Y
resulta natural identificar a este proceso como
el método de despeje.



Vamos a trabajar con este método. Y la primera observacion que formulamos es que pueden
presentarse diversas alternativas de aplicacion, de acuerdo con la naturaleza de los términos que
presente la ecuacion.

c.1) La técnica de la balanza

Consideremos la ecuacion 2x+ 9 =5x+ 3, en la que los términos numéricos y los coeficientes
de la incognita son todos positivos. Podemos representar esta situacion mediante una balanza en
equilibrio (imagen de la igualdad), en la que cada platillo simboliza un miembro de la ecuacién; y

para representar los términos utilizamos, por ejemplo, un
numérica.

para cada xy un o para cada unidad

La ecuacion podria, entonces, representarse asi:

[To o0

Despejar la incognita significara ir extrayendo de cada platillo, en cada paso, la misma canti-
dad de cualquiera de los dos objetos dibujados. Esta condicion es necesaria para que se mantenga
el equilibrio de la balanza. Por ejemplo, podemos extraer dos “incognitas”, con lo que llegamos a:

I:Il:IOOOOOOOOO

I:Il:l:IOOO

000000000

Ahora podemos extraer tres unidades numéricas, operacion que nos lleva a:

i

000000

2

El equilibrio final traduce la equivalencia en “peso” de los objetos contenidos en cada platillo;

es decir, un |:| equivale a o o. Si regresamos ahora a las representaciones iniciales, decimos que
hemos llegado al resultado: x = 2. Esta es la solucion de la ecuacién, como puede verificarse; el
valor de la igualdad aritmética inicial es 13.

Como puede apreciarse, el procedimiento es atil para manipular y captar visualmente las
transformaciones que afectan a cada miembro de la ecuacion (platillo) y que van generando la
cadena de ecuaciones equivalentes que nos llevan a la solucion. Su limitacion consiste en que los
términos numéricos y los coeficientes de la incognita deben ser todos positivos.

Resuelva las siguientes ecuaciones utili-
zando su representacion en la balanza:

a) 5m+1=7+4m

c.2) La técnica del grafico
transformacional

Denominamos asi el procedimiento que
va mostrando, a partir de la ecuacién inicial, las
transformaciones que se aplican en cada paso
y las ecuaciones equivalentes que se generan
como resultado. Asi, para nuestra ecuacion 2x
+9 =5x+ 3 partimos de su representacion ini-
cial, en la que se colocan los términos de cada
miembro encima y debajo de los lados hori-
zontales de un rectangulo:




2x+9 c.3) La técnica simbdélica habitual

I:I La técnica de despeje que se utiliza habi-

5x+3 tualmente para la resolucion de una ecuacion

de primer grado es una simplificacion de la téc-

y su resolucion se representarfa asi: nica transformacional anterior, en el sentido de

que Gnicamente se presenta la cadena de ecua-

2x+9 ciones equivalentes, en su forma simboélica, sin

I:I I:I I:I I:I indicar explicitamente la transformacion que se
' . I lleva a cabo en cada paso.

5x+3 3x+3
) o ] ) ) Asf, en nuestra ecuacion 2x+ 9 = 5x+ 3,
Evidentemente, el qrden de apllce.aaon de las tra’nsformaaones puede variar (por ejemplo, Se  |asecuencia de resolucién es:
pudo haber restado 3 unidades al comienzo y, después, 2x). Cada eslabon rectangular contiene los
pares de miembros que forman las sucesivas ecuaciones equivalentes hasta llegar a la solucion.

(1 2x+9=5x+3
., . o (2) 2x+6=5x
Con respecto a la representacion de la balanza, ahora ya no existe la limitacion de que todos 3) 6= 3x
los términos numéricos sean positivos. Incluso, podemos resolver ecuaciones que no se presenten ) 2= x

en su forma canonica. Por ejemplo, resolvamos la ecuacion 2(x—4) + 7 = 44 - 3x

Esta técnica tiene validez para el resolutor
2x-8+7 2x—1 . . . .
si éste entiende cudl es la transformacion que
:—»:—»: : debe aplicar en cada paso- Con mucha fre-
cuencia se suele sustituir esta comprension de
44 _3x 44— 3x 44— 3x ‘ prension ¢
las transformaciones por reglas mecanicas sin
mayor sentido. Por ejemplo:

5x X
+_1> I:I L’I:I de (1) se pasa a (2) porque “el 3 que esta
45 9

sumando pasa restando”;
de (2) se pasa a (3) porque “el 2xque esta
sumando pasa restando”;
de (3) se pasa a (4) porque “el 3 que esta

Como se puede apreciar, las dos primeras transformaciones no implican operaciones aritméticas e T .
multiplicando pasa dividiendo”.

referidas a ambos miembros de la ecuacion, sino simplemente transformaciones en la expresion

de uno de los miembros, con el fin de llegar a la forma canénica de la ecuacion. . )
Las reglas mecanicas que suelen aplicarse

son, pues, éstas:
Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando su representacion transformacional: lo que esta sumando, pasa restando;
lo que esta restando, pasa sumando;
a)2x—1=3x-8 b) 5(25-6) =0 lo que estd multiplicando, pasa
05z+2=2(1+32 d)1=16-3(m+1) dividiendo;
lo que esta dividiendo, pasa
multiplicando.



Indudablemente, estas reglas no deben ensefiarse a los alumnos, ni en primer lugar, ni mucho
menos exclusivamente; en todo caso deben ser descubiertas por ellos, como una conclusién prac-
ticay posterior de su trabajo con la aplicacion de las transformaciones correspondientes. Solo si se
guarda este orden se evitaran los errores tan frecuentes en las tareas de despeje de la incognita.

De modo que la secuencia de aprendizaje de la resolucion de una ecuacion de primer grado
por el método de despeje, bien puede pasar por las dos técnicas previas (de la representacion en
la balanza y por medio del gréfico transformacional) antes de llegar al modo habitual de s6lo pre-
sentar la cadena de ecuaciones equivalentes (mal acompariada, a veces, por las reglas mecanicas
al uso...).

No estd de mas, incluso, ver como se puede pasar del proceso en la balanza a la técnica
centrada Gnicamente en la forma simbélica de las ecuaciones equivalentes. Veamoslo para la

ecuacion 2x+9 =5x+ 3.

Se utilizan los dos procedimientos de despeje: en el lado izquierdo, el de la balanza; y en el
derecho, el correspondiente al uso de la forma simbdlica:

Balanzas Simbolos

Q
\ |:|:|8888 / [D:D] 000 2x+9=5x+3

Quitar |:|:| Restar 2x en ambos miembros
2x=2x+9=5x-2x+3
88 / N\ Moo /
9=3x+3
Quitar 000 Restar 3 unidades en ambos
miembros
9-3=3x+3-3
\ 000000  / \ D:D / 6 = 3x
6
De donde: 3 =X

|:|=OO 2=x

La experiencia ensena que habituarse a
este tipo de “traslacion” de lo gréfico a lo sim-
bolico con términos numéricos positivos, facili-
ta la comprensién posterior de las transforma-
ciones simbdlicas en ecuaciones con términos
negativos.

;De donde viene el nombre
de Algebra?

He aqui lo que al respecto escribe Morris
Kline (1992, p. 260) sobre los arabes: “Al
algebra contribuyeron antes que nada con
el nombre. La palabra ‘algebra’ viene del
libro escrito el [afio] 830 por el astronomo
Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi (sobre
el 825), titulado Al-jabr w’al mugéabala. La
palabra al-jabr que en este contexto signi-
fica ‘restauracion’, restaura el equilibrio en
una ecuacién al colocar en un miembro de
la misma un término que ha sido eliminado
del otro; por ejemplo, si —7 se suprime de x?
—7 =3, el equilibrio se restaura escribiendo
X2 =7 + 3. Al’mugabala significa ‘simplifi-
cacion’, en el sentido de que, por ejemplo,
se pueden combinar 3xy 4xy obtener 7x,
o bien suprimir términos iguales en miem-
bros distintos de una ecuacion”.

Como puede observarse, el nombre de al-
gebra se deriva de la primera palabra de un
titulo mas largo, titulo que recoge los nom-
bres de dos de las transformaciones permi-
tidas (‘restaurar’y ‘simplificar) para pasar
de una ecuacion a otra equivalente. Nada
tiene de particular que el campo de la ma-
tematica orientado a la resolucion de ecua-
ciones se conociera durante muchos siglos
(practicamente hasta el siglo XIX) con el
nombre de élgebra y que, todavia hoy dfa,
cuando nos hablan de algebra, pensemos
ante todo en la resolucion de ecuaciones.



d) El tanteo formalizado: la regla “falsa” o de “falsa posicién”

Retomemos la ecuacion que nos sirvi6 de ejemplo al hablar del método de ensayo y ajuste,
5x -7 =3x+ 5. Como vimos, empezamos a ensayar con los valores 3 y 4 para x, con los que
obtuvimos los valores respectivos de los miembros de la izquierda y de la derecha, 8y 14 (para x=
3)y 13y 17 (para x = 4); también obtuvimos las diferencias entre ambos miembros, en cada caso,
6y 4. Vamos a llevar todos estos datos a la siguiente tabla, y agregaremos los correspondientes a x
=5y ax=6 (el subindice que se coloca a las incognitas indica el orden en que se consideran; asi,
x,=4 indica que 4 es el segundo valor de x considerado):

. . Valor del miembro | Valor del miembro Diferencia: F
Valor de laincognita x| o |, izquierda: | de laderecha:D | F=(1-D)6 (D-1)
X =3 8 14 D-1=6
x,=4 13 17 4
x,=5 18 20 2
X, =6 23 23 0

Cuando trabajamos con el método de ensayo y ajuste so6lo remarcamos dos puntos: que la
diferencia F disminuy6 al pasar de x=3 a x=4 (lo que indicaba que la solucién estaba del lado de
los valores mayores que 3) y que habia que seguir ensayando con algin valor mayor que 4, hasta
llegar a la solucién (cuando F = 0).

Ahora podemos fijarnos en otro dato adicional: la variacién de F. Cuando x vale 3, F toma
el valor 6; después, al incrementarse x en una unidad (al pasarde 3 a4,de 4 a5,yde5 a6), F
disminuye en 2 unidades (de 6 a 4, de 4 a 2, y de 2 a 0). Pero realmente no tenfamos que haber
completado la tabla hasta llegar a tener F = 0. Con los dos primeros ensayos (x = 3 y x = 4) podia-
mos haber calculado la solucion de la ecuacion.

En efecto, estamos en presencia de una situacion proporcional: cada vez que x aumenta
una unidad, la diferencia disminuye en 2 unidades. La pregunta es: jcuantas unidades tiene que
aumentar x para que la diferencia se anule? Podemos plantear la siguiente regla de tres:

aumento del valor de x disminucion de la diferencia F
1 2
a 6
6x1

de donde, a= 5= 3 . Es decir, la incognita debe aumentar 3 unidades a partir de su valor inicial,

que era 3. Por lo tanto, la solucién de la ecuacion es x = 6. Puede verificarlo.

—
——




Logicamente, el método funciona también en los casos en que el primer valor ensayado de x

vaya por encima de la solucion. Por ejemplo, para resolver la ecuacion 16 + (20 — x) = 2(18 — 3x), Aplique el método de la regla de falsa
formamos la tabla: posicion para resolver las siguientes
ecuaciones:
Valor de la Valor del miembro | Valor del miembro Diferencia: F
Incognita x de la izquierda: | de la derecha: D F=(1-D)o6(D-1) a)2x—1=3x-8
X =5 31 6 I-D =25 b) 5(2s-6) =0
X, =6 30 0 30 c)5z+2=2(1+32
x, =4 32 12 20 d)1=16-3(m+1)

Como observamos, al pasar de x=5 a x=6, F pasa de 25 a 30; esto indica que la soluciéon no
es ningln valor superior a 5, sino inferior; por eso ensayamos con x =4 y vemos que F disminuye
en 5 unidades (pasa de 25 a 20). Organizamos ahora la regla de tres correspondiente:

disminucion del valor de x disminucion de la diferencia F
1 5
d 25
de donde, d= 255X LI decir, la incognita debe disminuir 5 unidades a partir de su valor

inicial, que era también 5. Por lo tanto, la solucién de la ecuacion es x = 0. Verifiquelo.

Como puede apreciarse, este método elude todo procedimiento de despeje y se basa en
la proporcionalidad presente entre los valores que toma la incognita y los correspondientes
de la diferencia que se origina entre los valores de ambos miembros de la ecuacion. ;Sorpren-
dente, no?

Si nos preguntamos desde cuando se conoce esta forma de resolver ecuaciones de primer
grado, tendremos que decir que ya era utilizado en la Edad Media, aunque en el documento
egipcio conocido como “Papiro de Rhind” o “Papiro de Ahmes”, que data del siglo XVIII a.
C., ya se utiliza un método similar para resolver algunos problemas por la via de las ecuacio-
nes de primer grado. Y, al parecer, también era conocido siglos atras en Babilonia... (Mason,
1996).

En cuanto al apelativo de regla “falsa” (de hecho habfa mas de una...), proviene del acto
de proceder por tanteo, de adelantar una posible solucion (generalmente “falsa”, con respecto
a la correcta), luego otra proxima (casi siempre también “falsa”), comparar algunos resultados
y generar a partir de ahf la solucién correcta.




Este método de resolucion de las ecuaciones de primer grado no es solamente una reliquia
histérica; puede utilizarse hoy dfa con toda propiedad. Y, de hecho, en algunas circunstancias
resulta mas apropiado y explicativo que el método de despeje.

Al respecto, tomemos la ecuacion 2(3z+4) —4 =1 + 3(2z + 1). Si procedemos por despeje,
tendremos la secuencia:

23z+4) - 6z+8-4 6z+4
:HDHE—»EHE
14+3Q2z+1) 1T+6z+3 446z

Como se ve, al término de esta secuencia se llega a un resultado (0 = 0) que no nos
permite inferir cudl es la solucién de la ecuacién, aun cuando el paso anterior (62 = 6.2) nos
deja ver que la incognita puede tomar cualquier valor. De hecho, esta ecuacion tiene como
solucién cualquier namero (puede verificarlo con dos o tres valores) y, por ello, recibe el
nombre de indeterminada.

Esta situacion se presenta cuando al construir la igualdad aritmética inicial colocamos la mis-
ma expresion en ambos términos de la igualdad (aunque éstos aparezcan después ligeramente
transformados...).

Veamos este segundo ejemplo, 7 — 3u =10 + 3(2 - v). Utilizamos de nuevo el método de
despeje para su resolucion:

:HDHE—»E

10+32-u) 10+6-3u 16 -3u

Al término de esta nueva secuencia se llega a un resultado absurdo (7 = 16), que no nos permi-
te decidir acerca de la solucion de la ecuacion. De hecho, esta ecuacion no tiene solucion. Dicho
en otras palabras, no se puede construir ninguna igualdad aritmética inicial que desemboque en
esta ecuacion.

Veamos ahora el tratamiento de estas dos ecuaciones cuando se utiliza el método de la regla
de falsa posicion. Para la ecuacion 23z+4) -4 =1+ 3(2z+ 1):



Valor de la Valor del miembro Valor del miembro Diferencia: F
incognita z de laizquierda: | de la derecha: D F=(1-D)o6(D-1)
Z1=O |1=4 D1=4 F1=|1—D1=0

z,=1 l,=10 D,=10 F,=0

Basta con tomar dos valores cualesquiera de la incdgnita para observar que las diferencias
finales F, y F, son ambas cero. Esto nos indica que la incognita puede tomar cualquier valor.

Y para la ecuacion 7 —3u =10 + 3(2 - u):

.Val,or {je la Valor del miembro | Valor del miembro Diferencia: F

incognita u de laizquierda: | de laderecha: D F=(-D)6((D-)
u =0 =7 D, =16 F,.=D,—1,=9
U2=1 |2=4 D2=13 F2=9

Ahora nos encontramos con que al tomar la incognita dos valores cualesquiera, las diferencias
finales F, y F, son ambas iguales y distintas de cero. Esto nos indica que esta diferencia no variar,
cualesquiera sean los valores asignados a la incognita (puede verificarlo con cualquier otro valor).
De aqui se deduce que no hay valor de la incdgnita que pueda llevar esa diferencia final a cero; es
decir, la ecuacion no tiene solucion.

En conclusién, el método de la regla de falsa posicion se percibe como mas pertinente que el
método de despeje para dilucidar los casos en que la ecuacién no tenga ninguna solucién o tenga
infinitas soluciones. Podemos resumir el proceso de resolucion de ecuaciones por ese método
mediante la siguiente secuencia de acciones:

Acciones Resultados
1. Asignar un valor a la incognita x X,
2. Obtener |, D, F, I, D, F,
3. Asignar un segundo valor a x (el nGmero anterior X
. :
o siguiente d.e x,), obtener |,, D, F, y aceptar x, 1, D, F,
si F, no es mayor que F,
4. Comparar F,y F, y decidir: a) siF, =0y F, =0 a) la ecuacion es indeterminada
) ) (tiene infinitas soluciones)
b) si F, = F,, pero son diferentes de 0 b) la ecuacion no tiene solucion
c)siF, #F, c) la ecuacion tiene una solucion:
Xx=x +—
Fl _Fz

Esta secuencia de acciones es precisa-
mente la mas apropiada para elaborar un
programa de computacion que lea la ecua-
cion y reporte como salida alguno de los tres
resultados finales.

9. Aplique las acciones anteriores a las
siguientes ecuaciones y reporte, en cada
caso, el resultado final:

a)8m+1=13-4m

b) 6(3 -20 =1+ 4(5-30)
C)3+7x=302x+1)+x
d)7=25z+2)+3

e) 14r+2(r+2)=4(1+4n
f)3(y+6)-3y=5

Un comentario final en relacién con la
resolucion de ecuaciones de primer grado.
La primera actividad que debemos promover
al enfrentar esta tarea tiene que ser observar
atentamente cada ecuacion propuesta;
examinar con detalle ambos miembros, los
términos presentes, la incognita cuyo valor se
solicita. Y en segundo lugar, decidir el méto-
do a aplicar para su resolucion, tomando en
cuenta que cualquiera de ellos es vélido.

Hallar el valor de x + 2 si x es la solu-
cion de la ecuacion 4x + 12 = 5x + 10.

Un posible camino para resolver el pro-
blema puede ser obtener el valor de x
como soluciéon de la ecuacion dada vy,
luego, agregar 2 unidades. La resolucion
de la ecuacion (por cualquier método)
nos lleva a x = 2; y de aqui llegamos a
xX+2=4.



Pero hay otra forma de proceder que
consiste en “ver” a x + 2, como un todo,
“dentro” de la ecuacion. Asi, 4x + 12
puede verse como 4(x + 2) + 4 (verifique
que es lo mismo); y 5x + 10 como 5(x
+ 2). De esta forma, la ecuacion puede
escribirse como 4(x + 2) + 4 = 5(x + 2),
con x + 2 como la nueva incognita. Una
lectura de esta ecuacion nos dice que “4
veces la incognita, mas 4, es igual a 5
veces la incognita”.

Si esta incognita se representara, por
ejemplo, con la letra z, podriamos es-
cribir la ecuacion como 4z + 4 = 5z
Intuitivamente percibimos que z debe
valer 4; es decir, x+ 2 = 4, que es lo que
nos pedian hallar. Acabamos de reali-
zar un cambio de incognita que nos
ha llevado directamente a la respuesta
solicitada.

10. A partir de la ecuacion 6r—7 = 2r
+ 1, obtenga el valor de 2r— 1. Hagalo
como lo desee.

11. A partir de la ecuacion 4 + 8 y=4 y
+ 4, obtenga el valor de 4 y + 1. Hagalo
como lo desee.

12. Resuelva las siguientes ecuaciones
por el método que usted desee:

a)3m-7=2

b) 16 —5x=4(4 + x)
c)3(z+2)+1=7+3z
d)4u-3=8-7u

e) 120 =20 + 25z

f) 98 + 2(c+ 10) = 40(2 + ©)
g) 27 +95=4(25+7) - 1
h)12¢—-5 =15+ 2¢
i)4(x+2)-3x=12

4. La resolucion de problemas

Después de este largo y necesario recorri-
do por el tema de las ecuaciones, volvemos al
punto de la resolucion de los problemas. Ha-
biamos planteado éste: “La suma de tres nG-
meros impares consecutivos es 81. ;Cudl es el
menor de ellos?”. Y deciamos que si al niimero
menor (que es la incognita del problema) lo de-
signamos con la letra n, entonces la traduccion
del enunciado nos lleva a la ecuacion: n+ (n+
2)+(n+4)=81.

La resolucion de esta ecuacion pasa por
las ecuaciones equivalentes:

n+n+2+n+4=_281

3n+6 =281
3n=75
n=75/3=25

Este valor verifica la ecuacion: 25 + 27
+ 29 = 81. Ademas son tres nimeros impares
consecutivos, tal como se pedia. Hemos re-
suelto el problema por la via de las ecuaciones,
ademas de haberlo hecho previamente por la
via del ensayo y ajuste.

Ahora ya podemos entender como funcio-
na este nuevo método de resolucion de proble-
mas:

1. Leer atentamente el enunciado del
problema (probablemente habra que
hacerlo mas de una vez durante el
proceso de su resolucion). Determinar
la incognita del problema (lo que nos
piden hallar).

2. Tratar de llevar las relaciones descri-
tas en el enunciado a la forma de una
ecuacion (si es posible; si no lo es, hay
que ensayar otro método).

3. Resolver la ecuacion; verificar si la so-
lucién obtenida es la correcta.

4. No olvidar que la solucion del proble-
ma no es un simple namero, sino un
nGmero en un contexto. Por ello, hay
que llevar el valor hallado al enuncia-
do del problema y verificar si satisface
las condiciones descritas.

5. Ensayar otras vias para resolver el pro-
blema; esto no es un lujo, sino poner
en practica el principio de diversidad
en el aprendizaje de la matematica.

Vamos a resolver por esta via algunos
problemas a cuya solucion llegamos en su mo-
mento por otros métodos (se sugiere revisar esta
primera forma de resolucion en los Cuadernos
y paginas indicados en cada caso).



Jugando al baloncesto, Daniel ha encestado 40 balones durante 5 dlias consecutivos. Si cada
dia logro encestar 3 balones mas que el dia anterior, scuantas cestas consiguié el primer dia?
(Cuaderno 3, p. 22; solucién propuesta en la p. 25).

Identificamos la incognita del problema “n® de cestas que consiguio el primer dia” con la letra
z El andlisis del enunciado nos lleva a la ecuacion: z+ (z+3) + (z+6) + (z+9) + (z+ 12) =
40. De aqui se llega a las ecuaciones 5z + 30 = 40; 5z = 10; z= 2. Esta solucion satisface la
ecuacion (2 +5 + 8 + 11 + 14 = 40) y también las condiciones del enunciado. Por consiguien-
te, el primer dia Daniel consigui6 2 cestas.

En unas elecciones, el candidato ganador triplicé en votos a su oponente, y juntos sacaron
116.000 votos. ;Cuantos obtuvo el candidato ganador? (Cuaderno 5, p. 29; sin solucion pro-
puesta).

El andlisis del enunciado (el candidato ganador triplico en votos a su oponente) nos lleva a
seleccionar como incégnita del problema el “n® de votos consegui dos por el candidato per-
dedor”. Si la representamos con la letra x, el n® de votos conseguidos por el candidato ganador
sera 3x. Siguiendo el enunciado, llegamos a la ecuacion: x + 3x = 116.000; y de aquf, 4x =
116.000; de donde x = 29.000.

Esta solucion satisface la ecuacion (29.000 + 87.000 = 116.000) y también las condiciones del
enunciado. Por consiguiente, el candidato ganador obtuvo 87.000 votos.

para resolver. Esta seleccion es valida, siempre
que al final se tome en cuenta que debe darse
el valor de la incognita del problema.

También podria haberse tomado como
incognita el ntmero de votos del ganador, y
haberla representado con el término 3x; asi, el
ntmero de votos del perdedor se hubiera teni-
do que expresar como x; y la ecuacién, como
3x + x = 116.000, repitiéndose el proceso de
resolucion ya planteado anteriormente.

Rafael tiene 40 anos y la suma de las
edades de sus tres hijos es 22 anos.
sDentro de cuantos arios la edad de Rafael
serd igual a la suma de las edades de sus
tres hijos? (Cuaderno 7, p. 5; sin solucion
propuesta).

La incognita del problema es el “ntmero
de afos que tiene que pasar para que
se produzca esa igualdad de edades’;
podemos designarla con la letra v. Cuando
pasen v afos, Rafael tendrd 40 + v afios;
en cuanto a los tres hijos, cada uno de ellos
habra incrementado también su edad en
u afos, de modo que la suma de las tres
edades se habra incrementado en 3u afios
y sera 22 + 3u. La ecuacion que recoge el
enunciado del problema es: 40 + u=22 +
3u. De aquf se llega a las ecuaciones 18
+ u=3u; 18 = 2u ; 9 = u. Esta solucion
satisface la ecuacion (40 +9 = 49; 22 + 3 x
9=22+27=49)ytambién las condiciones
del enunciado. Por consiguiente, dentro
de 9 afos la edad de Rafael sera igual a la
suma de las edades de los tres hijos.

El problema anterior nos llevo a seleccionar como incognita de la ecuaciéon a una caracteristica
que no coincidia con la incognita del problema, para evitar la aparicion de fracciones. En efecto, si Otra via valida para la resoluciéon de
x hubiera representado el nimero de votos del ganador, el namero de votos del perdedor se hubie-  los dos Gltimos problemas es la del ensayo
ra tenido que expresar como x/ 3; y la ecuacion, como x+ x/ 3 = 116.000, siempre més engorrosa Y ajuste.



La sefora Antonia compré un lote de
caramelos a razon de 270 pesos por
cada 9 caramelos y los vendié a ra-
z6n de 10 caramelos por 800 pesos. Al
venderlos todos obtiene una ganancia
de 21.000 pesos. ;Cuantos caramelos
compré? (Cuaderno 7, p. 28; sin solu-
cién propuesta).

En primer lugar, podemos inferir ciertos
datos, tales como el precio de compra
y de venta de cada caramelo: 30 pesos
y 80 pesos, respectivamente (3por qué?).
Identificamos la incégnita del problema
“n® de caramelos comprados” con la le-
tra n. El monto de las ventas sera 80ny
el de la compra, 30n. Como la ganancia
es el resultado de la diferencia entre am-
bos montos, podemos llegar a la ecua-
cion: 80n — 30n = 21.000. De aqui se
llega a las ecuaciones 50n = 21.000; n
= 21.000/50 = 420. Esta solucién satis-
face la ecuacion (80 x 420 — 30 x 420
= 33.600 — 12.600 = 21.000) y también
las condiciones del enunciado. Por con-
siguiente, se compraron 420 caramelos.

El problema se puede resolver tam-
bién calculando el beneficio que se ob-
tiene por la venta de cada caramelo: 80
pesos — 30 pesos = 50 pesos. Ahora se
puede deducir el nimero de caramelos
comprados mediante una simple divi-
sion: el monto de las ganancias totales,
entre la ganancia obtenida por cada
caramelo vendido: 21.000 : 50 = 420
caramelos. Esta via de resolucion es es-
trictamente aritmética.

Resuelva los siguientes problemas por to-

das las vias que se le ocurran:

13. En una feria hay un puesto donde
la gente puede probar su punteria in-
tentando darle al blanco. Por cada tiro
acertado se reciben 3 caramelos y por
cadatiro errado se devuelven 2. Aunque
Ramén ha perdido 5 veces, tiene 11 ca-
ramelos consigo. ;Cuéntas veces le ha
dado al blanco?

’.-,q ..-?Y..h.

14. Hemos marcado en el mapa cuatro
montanas cuyas alturas suman 19 kil6-
metros. La mas alta supera en 1.055 m a
la segunda; ésta, en 855 m a la tercera;
y finalmente, ésta supera en 665 m a la
montafa mas baja. ;Cudl es la altura de
la montaiia mas alta?

15. Cuando mi papa tenfa 31 afos, yo
tenia 8. Ahora su edad es el doble de la
mia. ;Cuéntos afos tengo actualmente?

16. En un grupo de 63 personas, el na-
mero de ninos es el doble del de adultos.
Entre estos Gltimos, el nimero de muje-
res es el doble del de hombres. ;Cuantos
hombres hay en el grupo?

17. Una persona debe a dos comercian-
tes la misma cantidad de dinero. Al pri-
mero le paga con 18 kg de mercancia
mas 8.000 pesos. Al segundo le da 25 kg
de la misma mercancia y recibe como
devolucion 45.200 pesos. ;Cuanto de-
bia, en pesos, a cada uno de los comer-
ciantes?

18. Hallar el nimero cuyo quintuplo
disminuido en 17 es igual a su triple au-
mentado en 41




5. Y ahora, otros ejercicios “para la casa”...

19. Escriba la igualdad simbolica literal
correspondiente a los siguientes enun-
ciados (utilice n para designar la inde-
terminada):

a) Dado un ntmero, el producto de los
dos nameros siguientes es igual al
cuadrado del ntimero dado, mas el
triple del mismo, mas 2 unidades.

b) Dado un nimero, el producto de su
niimero anterior por su ndmero si-
guiente es igual al cuadrado del nt-
mero dado, menos 1 unidad.

20. Halle la representacion simbolica
del término general de las siguientes su-
cesiones (indique también los valores de
n para los que se cumple):

a)5, 11,17, 23, 29, 35,...
b)2,3,6,11,18, 27,...
c) 3,9, 27,81,243,729,..
d) 10, 100, 1.000, 10.000,...

1 1 1 1

3579
f1,3,7,15, 31, 63,...
g) la sucesion de los nameros que, al

el

dividirse por 3, dan como resto 1

21. Determine si estos dos términos
generales representan, o no, a la misma
sucesion de nimeros naturales: a = 5n
+4, neN; a=5n-1,n=1,2,3,..
En caso afirmativo, escriba los cinco
primeros términos de la sucesion.

22. Resuelva las ecuaciones siguientes
por el método que usted desee:

a)5x+21 =21
b)7=115-27z

o) 4[Bm+1)-3]=1+3(m+3)
d) 25 +20) - 10 =4c
e)15-3y=2(7-y+(1-y)

f) 3x+ 8 =3(x+2)
g)5n-4=3n+2

h) 18 =3(5 + x)

)1 +4r=3(r+1)-2

23. A partir de la ecuacion 8m+5 =3
+2(2m+ 1), obtenga el valor de 2m+ 1.
Hagalo como lo desee.

24. ;Es cierto que cuando los dos
miembrosdeunaecuacionsemultiplican
por 3, la solucion de la ecuacion queda
también multiplicada por 3?

25. Trate de expresar y probar las
conjeturas siguientes:

a) La suma de tres nimeros naturales
consecutivos es multiplo del nimero
que ocupa la posicion intermedia de
los tres.

b) La suma de varios multiplos de un
nimero es también multiplo de ese
nimero.

c) La suma de cinco nimeros naturales
consecutivos es maltiplo de 5.

26. Una senora tiene 33 afios y su hijo,
7. ;Dentro de cuantos afios sera la edad
de la mama tres veces la de su hijo?



27. Julian pesa el doble de su esposa, ésta el doble de su hija, y los tres juntos, 154 kg.
;Cuénto pesa la nifa?

28. Distribuya 120 cuadernos en tres lotes, tales que el 22 tenga 15 cuadernos mas que
el 12,y que el 32 tenga 6 cuadernos menos que el 22

29. En este momento, la edad de Marcos triplica a la de Rosaura, pero dentro de 14 afnos
solo sera el doble. ;Cuéantos anos tiene Rosaura actualmente?

30. ;Es posible que la suma de cuatro nimeros pares consecutivos sea 1822 En caso
afirmativo, halle el menor de esos niimeros.

31. Si la suma de dos nimeros es 50 y a uno de ellos lo identifico con la letra x, ;como
puedo designar al otro niimero, si no deseo utilizar otra letra?

32. En la escuela se han comprado 145 kg de abono para las plantas. El producto viene
en 12 sacos, unos de 15 kg y otros de 10 kg. ;Cuéntos sacos de cada tipo se han com-
prado?

33. Hay dos nameros tales que el triple del mayor es igual a cuatro veces el menor. Si la
diferencia de ambos nimeros es 8, ;cual es el mayor?

34. En un conjunto de vacas y de pollos el nimero de patas es 14 unidades mayor que
el de cabezas, que es 6. ;Cuantas vacas hay?

35. La suma de dos nameros enteros es 168; al dividirse el mayor entre el menor se ob-
tiene 7 como cociente y 16 como residuo. ;Cudles son los nGmeros?
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10.
11.
12.

a) 8;b) 18; ) 202;d) 7; €) 0; f) 5; g) 124;
h) 49; i) 96

a)2ab)3a+1;c)3@+1);d (a+b)?e)
a’+b%f)(a+bla-b;g 1+ @+ b h)

_h)2
3a-2b;i) a/4;j);az_TbZ; k)(aTb); a+1

aAn+m—-(n-=m=2m;b) (n+ min
—m=n?>-m%cn+n+1)=2n+1
a)4n+1,neEN;b)2n+1,n=5,6,7,...
otambién: 2 n+ 11, nENCc) 2", n=1,
2, 3,...otambién: 2" *" ne N, d) n(n+
1),neN;e) (0,2, n=1,2,3,.010n+
1,neEN; g 2n+1)/4(n+1),nEN; 0
también: 2 n—1)/4n,n=1,2,3,...; i)
5n+2,neN.

Sitb,c,f, g h,i
a)5=15-5x;b)4+9p=13;c) x=3;d)
z=0;€)11-c=0;f) y=3

Son equivalentes: a, e, f, g, h, i, |

Si

a) m=1; b) no tiene solucion; c) tiene
infinitas soluciones; d) z= 0; e) tiene
infinitas soluciones; ) no tiene solucion
3

1

a) m=3; b) x=0; ¢) tiene infinitas
soluciones; d) u=1;¢e) z=4;/) c=1;9 s
=0;h)t=2;i) x=4

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.
24.
25.

26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34
35

7 veces

6.135m

23 anos

7 hombres

144.800 pesos

29
An+1)n+2)=r+3n+2;b)(n-1)n
+1)=nr-1

a6n+5 neEN;b)?+2,nEN;c) 3" n
=1,2,3,.;d)10", n=1,2,3,.;e)1/2n
+1),neEN;fH2"-1,n=1,2,3,.;8 3n
+1,neN
Si:4,9,14, 19, 24
a) x=0;b) z=4; c) m=2; d) tiene
infinitas soluciones; e) tiene infinitas
soluciones; f) no tiene solucion; g) n=3;
h)x=1;i)r=0
1
No; no varfa
an+n+1)+(n+2)=3n+1);b)an+
bn+cn=@+b+cnmc)n+n+1)+(n
+2)+(n+3)+(n+4)=50n+2)
6 afnos
22 kg
32,47 y 41 cuadernos
14 ahos
No es posible
50 -x
5sacosde 15 kgy 7 de 10 kg
32

. 4 vacas

.149y 19
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